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RESUMO

ANALISE DE TENSOES RESIDUAIS EM ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Flavio Assumpgao de Castro

Orientador:
Paulo Pedro Kenedi, D.Sc.

Resumo da Dissertacdo de Mestrado submetida ao Programa de P6s-Graduagao
em Engenharia Mecénica e Tecnologia de Materiais, do Centro Federal de Educacdo
Tecnologica Celso Suckow da Fonseca, CEFET/RJ, como parte dos requisitos
necessarios a obtengdo do titulo de Mestre em Engenharia Mecanica e Tecnologia de
Materiais.

Estruturas hiperestaticas apresentam redundancia nos seus pontos de apoio e, por
isso, nao podem ser completamente definidas pelas equacdes de equilibrio de momentos
e de forgas, necessitando de equacdes relacionadas com a compatibilidade geométrica
para as definir por completo. Essas estruturas sdo capazes de suportar a plastificacao de
varias segOes transversais sem entrar em colapso, desde que o nimero de secdes
plastificadas ndo exceda seu grau de hiperestaticidade.

O objetivo principal do presente trabalho ¢ desenvolver uma formulagdo
analitica, utilizando material elastico perfeitamente-plastico, para o calculo da
distribuicdo de tensdes residuais em secdes transversais de estruturas hiperestaticas.
Nessa modelagem, foi usada a andlise elasto-plastica incremental da estrutura para obter
os momentos fletores nas variadas configuragdes da estrutura durante o carregamento.
Nesse método, ao elevar a carga de solicitagdo até um valor maior do que a carga de
geracdo de cada rotula pléstica, a estrutura perde o grau de liberdade correspondente,
mudando sua distribuicdo de momentos fletores e de tensdes. Ao descarregar a
estrutura, pode-se obter os momentos fletores residuais em qualquer secdo transversal
da viga, bem como a sua respectiva distribuicdo de tensdes residuais nestas segdes
transversais.

Assim, o trabalho apresenta uma metodologia para obter a distribuicdo de
tensoes residuais em qualquer sec¢do transversal de estruturas hiperestaticas, em
particular de uma viga biengastada, para uma carga concentrada aplicada de forma
monotona.

Palavras-chave:
Tensdes residuais; estruturas hiperestaticas; plasticidade.

Rio de Janeiro
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ABSTRACT

ANALYSIS OF RESIDUAL STRESSES IN HYPERSTATIC STRUCTURES

Flavio Assumpgao de Castro

Advisor:
Paulo Pedro Kenedi, D.Sc

Abstract of dissertation submitted to Programa de Pos-Graduagdo em
Engenharia Mecanica e Tecnologia de Materiais, do Centro Federal de Educacdo
Tecnologica Celso Suckow da Fonseca, CEFET/RJ, as partial fulfillment of
requirements for the degree of Master in Mechanical Engineering and Materials
Technology.

Hyperstatic structures have redundant points of support and, because of it, they
can’t be completely defined by the equations of the force and momentum equilibrium.
These structures can bear plastic moment on many cross sections until they reach their
hyperstatic degree, when the structure collapses.

The main purpose of this work is to develop an analytical formulation to
calculate the distribution of residual stresses on hyperstatic structures, using elastic
perfectly plastic material. In this model, Incremental Elastoplastic Analysis is used to
obtain the bending moment on the cross sections in the settings of the structures during
the loading. With this method, the structure loses one degree of freedom when the load
raises to the load of each plastic hinge generates, changing the distribution of bending
moments and stresses. With the springback of the structure, residual moments at every
cross section and their residual stress at every point can be calculated.

Thus, this work presents a method to obtain the distribution of residual stress at
each cross section of hyperstatic beams, in particular of a beam fixed at both ends and
subjected to a monotonous concentrated force.

Keywords: Residual stress; Hyperstatic structures, Plasticity.

Rio de Janeiro
September/2018
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Capitulo I - Introducao

Todo corpo que sofre deformagdes plasticas pode estar sujeito as tensdes
residuais, mesmo com o término do carregamento externo [1]. Isso se deve ao
desenvolvimento de uma distribuicao de deformacgdes plasticas ndo-homogéneas.

Por estarem presentes como resultado de todos os processos de fabricagéo [2], as
tensdes residuais sdo um importante objeto de estudo, principalmente porque podem
afetar de forma bastante significativa a vida util de equipamentos.

Alguns componentes mecanicos sofrem plastificagdes totais ou parciais das suas
se¢Oes transversais durante testes iniciais apos a fabricacdo. Exemplos desse caso sdo os
elos de amarra utilizados em ancoragem de navios e plataformas de petréleo [3]. Para
garantir a seguranca dos elos, os mesmos sdo testados sob acdo de cargas elevadas, o
que leva o material a escoar, chegando ao regime plastico. Apos a retirada da carga de
teste, os elos apresentam tensdes e deformacgdes residuais. Na Fig.I-1, pode-se observar
a distribuicao de tensdes residuais em um elo de amarra, apos este ter sido submetido ao
teste de tragdo de controle de qualidade (proof load). As regides em vermelho
apresentam tensoes residuais trativas enquanto as em azul apresentam tensdes residuais

compressivas.
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JaN 28 2004
16:28:18

NODAL SOLUTION
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— — —
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Figura I-1 — Tensao residual em elo de amarra [3]

Essa distribuicdo de tensdes residuais se deve ao fato do descarregamento da
solicitagdo ser elastico, gerando pontos com tensdes trativas e compressivas no interior
das sec¢oes, que se somam algebricamente a distribui¢do de tensdes geradas durante o

seu carregamento.



Devido a importancia e a complexidade da analise das tensdes residuais em
Engenharia Mecanica, ¢ fundamental buscar métodos para estimar a distribui¢do das
tensoes residuais em um maior nimero de casos, principalmente em estruturas
hiperestaticas, que apresentam redundincias e conseguem permanecer operacionais
mesmo com algumas se¢des transversais totalmente plastificadas [4].

Essas estruturas s6 entram em colapso apds atingir o nuimero de secdes
transversais totalmente plastificadas (rotulas plasticas) igual ao seu grau de
hiperestaticidade mais um. Com isso, sua vida util pode ser consideravelmente maior do
que uma estrutura estatica semelhante [5].

O presente trabalho tem como objetivo obter uma formulagdo analitica para
estimar a distribuicdo de tensdes residuais em secdes transversais de uma viga
biengastada para carregamentos monoétonos, seguidos de descarregamento. Para
alcangar esse objetivo, sera estudada, em detalhes, uma estrutura biengastada com uma
forca transversal de modulo P concentrada aplicada na se¢do C, distante a da secdo de

engaste esquerdo 4, conforme a Fig.I-2.

1
‘!

Figura I-2 — Estrutura biengastada com carga concentrada

No proximo capitulo uma revisao bibliografica sera apresentada.



Capitulo II — Revisao Bibliografica

Este capitulo mostra o avanco atual nas pesquisas relacionadas aos estudos de
tensdes e deformagdes residuais, escoamento total e parcial da secdo transversal,
estruturas hiperestaticas e como esses temas se relacionam.

As tensdes residuais podem ser definidas como as tensdes inter-equilibradas
quando a estrutura esta ja estd sujeita a carga nula, apds cessar a sua solicitagdo. Elas
podem surgir a partir de um gradiente de temperatura ou mesmo devido as deformacgdes
elasto-plasticas ndo uniformes ao longo do volume do material, tal como o escoamento
parcial da secdo reta [5].

As tensdes residuais estdo presentes em todos os processos de fabricagdo,
conformagdo ou unido de elementos[2]. No processo de unido por soldagem, o gradiente
de temperatura também ¢ uma fonte de geragdo de tensdes e deformacgdes residuais.
OKANO [6] mostrou experimentalmente que o comportamento de distor¢cao devido ao
transiente de temperatura durante as soldagens utilizando tungsténio como gas inerte
(TIG) deve ser levado em consideragdo para prever de forma mais eficiente as
deformagdes e tensoes residuais e controlar grandes distor¢des induzidas pela soldagem
em chapas finas de aco.

Na Fig. 1.1, por exemplo, mostra-se a soldagem de duas chapas. O cordao de
solda ¢ realizado no eixo x, entre elas. Em uma das chapas, ¢ apresentada a deformagao
vertical apos soldagem. As regides em vermelho ou amarelo apresentam deslocamentos
verticais positivos, enquanto as regides em azul apresentam deslocamento verticais
negativos, mostrando grande distor¢do na estrutura.

z - displacement (mm)
0.8
0.6
0.4
0.3
0.0
-0.2
-04

-0.6
-0.8

Figura II-1 — Deformacdo vertical da chapa pos-soldagem [6]



OKANO [6] mediu as tensdes residuais pos-soldagem experimentalmente,
obtendo o grafico da Fig. 1I-2. Nele, pode-se observar que foram geradas tensdes
térmicas mesmo depois da soldagem (terminada no instante de tempo igual a 22s).
Pode-se observar que tanto o lado superior quanto o lado inferior da regido que sofreu

soldagem apresentam tensdes residuais compressivas apos a soldagem.

durante soldagem
3

superficie inferior

¢ o = L . -
ol -

superficie superior

Tensbes Térmicas (MPa)

M PP PP i
20 30 40 50 &0

tempo (s)
Figura II-2 — Tensoes térmicas durante a soldagem e tensodes residuais resultantes [6]

Ainda sobre processos de unido, WANG [7] realizou simulagdo numérica para
estudar as tensdes residuais em soldas multipasses. A Fig.II-3.a apresenta a ordem dos
passes de solda realizados. O processo de soldagem iniciou-se no centro da estrutura,
até a sua porcdo inferior, terminando na parte inferior direita. Apos isso, a soldagem foi
realizada do centro para a por¢do superior, terminando também da direita. A Fig. 1I-3.b
apresenta as tensOes residuais estimadas, mostrando assim, que na regido aonde foi
realizada a soldagem, partes da estrutura apresentam tensdes residuais trativas
(representadas nas cores branca e vermelha), enquanto outras regides apresentam

tensdes residuais compressivas (tons de azul).
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Figura II-3 — Tensoes residuais em soldas multipasse [7]

Em estruturas de ago, juntas aparafusadas sdo comumente usadas em
combinag@o ou ndo com partes soldadas. Esse tipo de conexdo permite a transferéncia
de varios tipos de esfor¢os internos por flexdo, compressdo e cisalhamento.
TOUSSANT [8] realizou ensaio experimental em estruturas hiperestaticas aparafusadas,

conforme exemplo da Fig. 11-4.

medidas em mm

Figura II-4 — Corpo de prova de junta aparafusada [8]



Essa estrutura foi presa nas duas extremidades, sendo que a parte superior foi
fixada na maquina de ensaio e a parte inferior foi deslocada para baixo.

Para mapear a distribuicdo de deformacdes durante a solicitagdo do material, foi
utilizado o Método de Grid. Tal método consiste em fazer uma deposi¢do de substrato
polimérico, em forma de grade, na face do corpo de prova, conforme procedimento
detalhado em TOUSSANT [8]. Assim, as deformag¢des puderam ser facilmente medidas
ao comparar a estrutura final deformada com as dimensdes iniciais de cada quadrado
pertencente a grade.

A Fig. 1I-5.a mostra a distribuicdo de deformagdes plotadas experimentalmente
em um corpo de prova usando o citado método. Para validar a técnica experimental
usada, o autor utilizou andlise de Elementos Finitos para comparar com os resultados

experimentais. A Fig. II-5.b mostra a analise numérica.

15

30
(mm) 0

=0.06

25

(a) (b)
Figura II-5 — Deformacdes usando o Método de Grid e usando M.E.F.

Outro campo bastante estudado em tensdes residuais ¢ a utilizacdo do Shot-
peening, que ¢ um processo utilizado para produgdo de tensdo residual compressiva,
através do ataque da superficie com esferas de materiais tais como vidro, metal ou
ceramica, com forg¢a suficiente para criar deformagdes plasticas [9]. As tensdes residuais
compressivas sdo criadas, neste caso, intencionalmente para aumentar a vida do
componente a fadiga.

BUCHANAN [10] mostrou experimentalmente a influéncia do shot-peening na

distribuicdo de tensdes, pois o aumento da dureza superficial também gera tensdes
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residuais. ACHINTHA [11] utilizou o método de elementos finitos para estudar a
tensdo residual nos materiais submetidos a técnica de shot-peening.

RADZIEJEWSKA [12] realizou uma analise experimental e numérica de tensao
residual em estrutura de ago sujeitas a pulso de laser para introduzir deformacdes
plasticas no material, causando o seu endurecimento superficial.

Durante a vida util dos equipamentos, pode haver um grande numero de
carregamentos e descarregamentos. JIANG[13] realizou uma analise experimental com
a finalidade de obter as tensdes residuais em colunas de concreto sujeitas a grandes
deformacdes durante sua vida util. LI [14] estudou as tensdes e deformacdes residuais
em grandes equipamentos de corte em plantagdes de milho através do Método de
Elementos Finitos.

As solicitagdes ciclicas também podem causar tensdes residuais. Para materiais
sujeitos a fadiga, HTOO [15] e XIE [16] desenvolveram uma abordagem experimental
para estudar a distribuicdo de tensdes residuais em juntas soldadas sujeitas a
carregamentos ciclicos e compararam com a modelagem em elementos finitos para
confirmar a validade do experimento.

Alguns componentes mecanicos sofrem plastificacdes totais ou parciais das suas
secOes transversais ainda durante o teste de controle de qualidade do equipamento.
Exemplos desse caso sdo os elos de amarra utilizados em navio [3], como mostrado na
Fig. I.1. Para garantir a seguranca dos elos, os mesmos sdo testados sob acao de cargas
elevadas, o que leva o material a escoar, chegando ao regime plastico. Mesmo apos a
retirada da carga de teste, os elos apresentardo tensoes ¢ deformagoes residuais.

Para o caso de estruturas hiperestaticas, ha mais incognitas do que equacdes de
equilibrio. O niimero de reagdes que ndo sdo necessarias para manter o equilibrio é
denominado grau de indeterminagdo. Esse conceito serd aplicado na continuidade do
presente trabalho, pois o grau de indeterminacdo determina o niimero de rotulas
plasticas necessarias para ocasionar a falha da estrutura, como serd visto oportunamente.

Existem varios métodos para obter-se as reagdes nos apoios em estruturas
hiperestaticas elasticas, como o método da energia. Contudo, poucos sdo os métodos de
resolucdo para o caso de estruturas hiperestaticas parcialmente plastificadas.

GORROCHATEGUI [5] apresentou desenvolvimento analitico e andlise

experimental para obter a analise limite, chegando a carga que causaria o colapso em



estruturas hiperestaticas sujeitas a trincas. Para o desenvolvimento analitico, utilizou
Resisténcia dos Materiais para obter os esfor¢os internos atuantes na estrutura como se
ndo houvesse trinca.

Para tornar o modelo valido para estruturas com trinca, foram utilizados os
conceitos de Mecanica da Fratura. Foi ensaiado um tubo vazado de grande
comprimento, sendo preso nas extremidades na maquina de ensaio, para simular a
situacdo de duto biengastado. Foi simulada a flexdo de quatro pontos do duto através da
aplicagdo de cargas concentradas, conforme pode ser observado na Fig. 1I-6, até o

colapso da estrutura.

Figura II-6 — Ensaio para obtencdo de tensodes residuais em flexao[5]

CAPRANI [20] usou a analise incremental de plasticidade para obter a
distribuicdo de momentos fletores para segdes transversais de estruturas hiperestaticas.
Por esse método, a estrutura segue sendo carregada com carga crescente até que a se¢do
transversal que apresente o maior momento fletor atinja o momento fletor de
plastificagdo e escoe por completo. A partir desse ponto, a estrutura perde a resisténcia
ao momento fletor adicionais nessa secdo e muda sua configuragdo para carregamentos

adicionais, com um grau de hiperestaticidade menor.



BIN [21] buscou uma solugdo analitica exata para vigas delgadas em flexdo pura
em regimes elasto-plasticos para pequenas deformagdes. Ele estudou o caso de flexdo
com carga concentrada nas 2 extremidades e apoios distantes dessas extremidades,

como pode ser observado na Fig.II-7:

REGIAOQ SUJEITA A FLEXAD PURA

i i

Figura II-7 — Modelo ensaiado por BIN [21]

Como resultado de uma analise inicial, BIN obteve a seguinte distribuicdo de

regido plastica, mostrada na Fig. II-8:

regiio J."
plastica

regifio k

elastica :
— — — _ 2_-'1_. h
- 3

regifio
plastica J[ ."r

Figura I1-8 — Regides elastica e plasticas [21]

A area em cinza representa a regido plastica, enquanto a regido em branco
permanece no regime elastico. O autor compara as solu¢des pelo método apresentado,
com a teoria de classica de plasticidade e o método de elementos finitos, conforme Fig.
I1-9, wvalidando, assim, sua metodologia. A linha continua apresenta a solucdo
apresentada pelo autor, enquanto os pontos apresentam o valor continuo obtido pela

solucdo rigida-plastica e as cruzes apresentam a solucao por elementos finitos.



f & & & & 4 & & & & .—a TN S N S W -

Tenszio (MPa)
+

MRS presente trabalho
T *  colucio rigida-plastica
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Figura I1-9 — Comparagdo entre métodos [21]

Por fim, STOK [22] propds uma modelagem analitica para vigas com secdo
transversal retangular. O autor utilizou a formula¢do baseada na lei de Hooke e na
distribuigdo de tensdes nos regimes eldstico e plastico em estruturas estaticas e
hiperestaticas. Na Fig.II-10.a tem-se a estrutura estatica estudada, enquanto na Fig. II-

10.b tem-se a estrutura hiperestatica.

tlr lﬁl E’T l‘
|'|1'|'l'IF!l"|'|r'lF1 YYYYV¥YV¥Y YT g

N
A B c A B C
|-l L - - Ly l-| |-| L :—T-l Ly l-|

(a) (b)
Figura II-10 — Estruturas estudadas por STOK [22]

STOK [22] mostrou sec¢des transversais que apresentam escoamento parcial,
como apresentado na Fig. II-11, onde a drea em cinza sofreu plastificacdo enquanto a

branca permaneceu no regime eléstico.
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Figura II-11 — Escoamento parcial de se¢do transversal [22]

O autor faz uma analise completa da distribuicdo de tensdes em uma secdo
transversal durante o carregamento. O artigo apresenta importantes conceitos que serdo
abordados em detalhe nos proximos itens do presente trabalho.

MC ROBIE [18] utilizou um método da analise grafica para obter a distribuicao
de tensoes em trelicas estaticamente indeterminadas, dividindo a estrutura em uma
familia de diagramas de estruturas estaticamente determinadas, baseadas na composicao
hiperestatica. Ainda na modelagem matematica, DASSIOS [19] prop6s um modelo para
estudar plasticidade e colapso de estruturas 3D compostas por material isotropico,
baseado na geracdo e propagacao de microtrincas em metal deformado plasticamente.

Analisando toda a pesquisa bibliografica, pode-se concluir que muitos estudos
focaram na distribui¢do de tensdes residuais, em especial em soldagem. Outros autores
analisam estruturas hiperestaticas até a condi¢do de colapso, aplicando a analise limite.

No proximo capitulo uma introdugdo aos conceitos basicos deste trabalho sera

feita.
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Capitulo III — Conceitos Basicos

Este capitulo apresenta uma introdugdo a conceitos basicos, tais como:
deformacodes elastica e plastica, tensdes residuais, hiperestaticidade e outros conceitos

importantes para o desenvolvimento do presente trabalho.

Deformacdes elastica e plastica

Pode-se definir deformagdo elastica como aquela deformagdo em que o corpo
retorna ao seu estado inicial apds cessar a solicitacdo nele imposta. Durante o
carregamento, a maioria dos materiais elasticos apresenta um trecho proporcional inicial
entre a tensdo e a deformacdo, como pode ser observado na lei de Hooke

unidimensional [1]:
o= Ee (1IL1)

Onde:
o é a tensdo normal longitudinal
€ éadeformacio longitudinal

E é o médulo de elasticidade do material

A Fig. IlI-1 mostra um exemplo de diagrama de tensdo versus deformagdo de
engenharia. Pode-se observar que até o ponto 4, a deformagdo ¢ proporcional a tensdo
aplicada. A partir desse ponto, a curva perde a linearidade [1] com as tensdes e as
deformacdes crescendo ainda elasticas, mas nao linearmente; e a partir do ponto B

(escoamento) passando a ser plasticas.

o

ENCRUAMENTO ESTRICCAQ

B
|
‘ ‘

|1

‘ } ESCOAMENTO
|

||

REGIAO
ELASTICA
Ll

Ex

]
\
1
\
|
\
|
|

€

Figura III-1 — Gréfico tensdo vs deformacdo de engenharia.[3] ~ADAPTADO
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Neste trabalho, utiliza-se o material elastico perfeitamente plastico, com a sua
formulagdo constitutiva, valida apenas para carregamentos mondtonos € ndo para

descarregamentos, mostrada a seguir:

© {E g & <0 (1.2)

o(e) = .
Sy, €& 20

Onde, &y € a deformagdo longitudinal de escoamento do material

Sy é a resisténcia ao escoamento do material

Seu grafico de tensdo versus deformagdo ¢ mostrado na Fig. I1I-2.

|
|
I REGIAO PLASTICA

REGIAQ
ELASTICA
|

S
-
&
4 €

Figura II1-2 — Diagrama tensao vs deformacdo de um material eldstico perfeitamente

plastico.[4] ~ADAPTADO

Note que para o material elastico perfeitamente plastico, o material ndo

apresenta encruamento na regido plastica.
Momentos fletores elisticos, momentos fletores plasticos e rétulas plasticas

O momento fletor de inicio de escoamento My ¢ definido como o momento fletor
maximo que a se¢do transversal suporta sem alcangar a deformagdo plastica em nenhum
ponto. No caso da se¢do retangular, o momento fletor de inicio de escoamento ¢ obtido
quando a tensdo de escoamento Sy € alcangada em linhas nas extremidades superior e

inferior da se¢do transversal paralelas a linha neutra [1].
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O momento fletor plastico M, ¢ aquele que gera deformagdes plasticas em todos
os pontos da secdo transversal. A partir desse momento fletor, a se¢do totalmente
plastificada da estrutura ndo suporta mais aumento de carga, tornando-se uma rotula
plastica [23].

A Fig III-3 ilustra o efeito na distribuicdo de tensdes normais longitudinais, em
uma secdo transversal retangular, em func¢do do aumento do carregamento de momento
fletor. Tem-se na primeira distribuicdo (da esquerda para a direita), o0 momento fletor
menor que o momento fletor de inicio de escoamento. Na segunda, tem-se 0 momento
fletor de inicio de escoamento, que ¢ o valor limite para iniciar a plastificacao parcial da
estrutura M,. Na terceira distribuicdo, tem-se a se¢do transversal parcialmente
plastificada, apresentando a regido mais proxima da linha neutra ainda em regime
elastico (nucleo elastico). Por fim, tem-se o momento fletor plastico M, aplicado, onde

toda a secdo transversal apresenta-se plastificada.

e iy
cl Yy T B Y. =0
| — %
=
o
.
—2D0 My M,

Figura II1-3— Efeito na distribui¢@o de tensdes normais longitudinais, em uma sec¢ao
transversal retangular, em fung¢do do aumento do carregamento de momento fletor [22]

Considerando um comportamento elastico-perfeitamente plastico do material, as
tensdes ndo aumentam apds o escoamento e sdo lineares enquanto na fase elastica.

Assim, tém-se as seguintes expressoes:

y
Oy = Y para—y, <y <y, (I1.3)
o =S, para —c <y <-y, 0uy, <y <¢c (I1L.4)
Onde:

Yy € a semi — espessura do nucleo elastico

y é a distancia do ponto considerado em relagio a linha neutra

14



O ntcleo elastico ¢ definido como a porcdo do material que permanece no
regime elastico [23]. A tensdo na fronteira do nucleo elastico ¢ igual a tensdo de
escoamento. A parte externa ao nucleo eléstico ¢ considerada plastificada.

A Fig.Ill-4 mostra as dimensdes da secdo transversal de uma viga de secdo

transversal retangular e a semi-espessura do nucleo elastico yy.

regido
plastificada —_ =
micleo v c
elistico ™ Iy
‘ +
. Z
regio 1
plastificada -
H—H“‘""-- P
—E

Figura I1I-4 — Dimensdes de uma se¢do transversal retangular parcialmente plastificada

Onde, b ¢ a largura e ¢ € a semi- altura da se¢do transversal retangular. A regido
interna da secdo esta sujeita a tensdes elasticas, enquanto a por¢ao mais externa (cinza)
esta sujeita a tensoes plasticas.

Para casos de estruturas que ndo estdo sujeitas a cargas axiais externas, mas
apenas a momentos fletores puros como mostrado na Fig.IIl.5, tém-se as seguintes

equacdes de equilibrio para forgas (II1.5) e momentos fletores (I11.6):

y

c

Figura II1-5 — Viga submetida a flexao pura [1]
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A Fig.Ill-6 mostra, para uma se¢do transversal retangular, as variaveis geométricas

utilizadas na equacao I11.7.

T. .
[
g y
—+t—Tix |n
antroede
-C
b

Figura II1-6 — Se¢do transversal parcialmente plastificada

[o,dA=0 (II1.5)
Onde:
o, é atensdo normal longitudinal

dA éodiferencial de area da se¢do transversal
[yo,dA =M (II1.6)

Onde:

M é o momento fletor aplicado
Usando as equagdes (II1.3) e (I11-4), a equacdo de equilibrio de momento fletor

(I11.6) e a Fig. IlI-6, pode-se obter o valor do momento fletor da se¢do transversal, dado

pela seguinte equagdo:
_ Yy Y c _ 1 (vy\? 2
M=2 [y S Sybdy + [}y sypay]= (1-2(2))s,be (IIL.7)

A partir da equacdo (III.7), pode-se determinar a semi-espessura do nicleo

elastico yy, ja que todas as outras variaveis sdo dados do problema.

M
yy =c (3 (1 - m) (IHg)
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A equacdo (III.7) ainda apresenta dois casos particulares, para secdo transversal
retangular, de grande relevancia:

(I) Quando y, for igual a ¢, tem-se 0 momento fletor de inicio de escoamento,
M,. A partir desse ponto, qualquer aumento de solicitacdo implicard no inicio da

deformacao plastica.
M, = 25, b c? (IIL.9)

(I1) Quando y, for igual a 0, tem-se que a secdo transversal foi totalmente

plastificada e o momento fletor atuante ¢ denominado momento fletor plastico, M,
M, = S,bc? (1IL.10)

A espessura do ntcleo elastico varia de se¢do para segdo transversal da estrutura,
em funcdo da(s) carga(s) aplicada(s) e do(s) tipo(s) de apoio(s) presente(s) na estrutura.

Na Fig. III-7, mostra em um exemplo de uma carga concentrada de médulo P
aplicada a meia distdncia em uma viga bi-apoiada, de valor tal que plastifica

completamente a secdo transversal abaixo desta.

N
A R e

P2 TP}'Q
|
\

L2 | L2

\ | plisico | |
|

| elistico  elsto-pidsco  ehstizo I

Figura II1I-7 — (a) Viga biapoiada com carga concentrada, (b) diagrama de momento

fletor e (c) formacao de rétula plastica em C [8] — ADAPTADO



Na Fig. IIl.7.c a regido escura foi plastificada e a regido clara permaneceu no
regime elastico. Pode-se observar que toda a se¢do transversal C estd escura, revelando
a posi¢do da 1% rotula plastica. Pode-se notar, ainda, que a zona plastificada tem a forma
de 2 parabolas. Tal formato pode ser explicado através da equacdo (III.8) e da
distribuicdo de momentos fletores da Fig. II1.7.b, pois embora o momento fletor M(x)
varie linearmente em relacdo ao comprimento da viga, a semi espessura do nucleo
elastico varia em fungdo da raiz quadrada do momento fletor, gerando, assim, o formato
parabdlico.

Em estruturas estaticamente determinadas, como a mostrada na Fig. IIl.7.a, a
geragdo de uma roétula plastica ja € suficiente para o seu colapso. Em uma estrutura
hiperestatica, o colapso s6 ocorrera quando ela for transformada em uma estrutura
instavel, apds a formagao de rotulas plasticas em suficientes segdes transversais.

Com o aumento do carregamento, as secdes que se comportam como rotulas
plésticas passam a ndo resistir mais a momentos fletores adicionais [24], mudando as
caracteristicas da estrutura. Uma viga com n graus de hiperestaticidade entra em colapso

quando, sob a acdo das cargas, houver formacdo de n+1 rotulas plasticas [25].

Tensoes Residuais

As tensdes residuais surgem quando, por exemplo, cessa a carga atuante em um
corpo que sofreu deformacdo plastica em certas regides. A retirada dessa carga ¢
equivalente a atuacdo de uma carga de mesmo modulo, mas em sentido contrario no
corpo. Porém, esse descarregamento é eldstico, desde que ndao exceda o dobro da
resisténcia escoamento do material, para materiais com limites de escoamento iguais
para tensdo e compressao. Assim, para obter a distribuicdo de tensdes residuais, soma-se
a distribuicdo de tensdes elasto-plasticas (gerada no carregamento) com a distribui¢cdo
de tensoes elasticas com sinais trocados (gerada no descarregamento ou springback).

As equagdes, a seguir, mostram para um carregamento que resulte em momento
fletor positivo na se¢do analisada, como o da Fig. III-7 e onde o efeito das tensdes

cisalhantes foi desprezado, as tensdes residuais resultantes:
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() =S, +M% para —c <y < -y, (IIL11)

GR(y)=—ylySy + M2, para—y, <y <y, (1IL.12)
op() = =S, +M% , paray, <y <c (1I1.13)
Onde:

og € a tensdo residual no ponto de distancia vertical a partir da linha neutra y

I é 0o momento de inércia de area

Assim, a distribuicdo de tensdes residuais ¢ formada pela sobreposicdo (soma)
da distribuicao de tensbées durante a atuacdo da forca concentrada e a distribuicdo de
tensOes do descarregamento elastico. Assim, para uma sec¢ao transversal retangular, a

distribuicao de tensdes residuais pode ser modelada neste caso por:

3 Mz( )
ox(xy) =S, + 3 b_; Y para —c<y< Yy (II1.14)
o (xy) = —Ls, +3 MY ara _y <y < (11L.15)
x(X,y Syt ha v P Yy Sy <vyy :
ox(x,y) = =S, +§ ME_(Z?'Y, para yy,<y<c (II1.16)

As equagdes (IT1.14 a II1.16) sdo validas para tensdes de descarregamento com
modulo até duas vezes a resisténcia ao escoamento do material, para materiais com
limites de escoamento iguais para tensdo ¢ compressao.

O raio de curvatura da viga p relaciona-se com a deformagdo longitudinal € e

com a distancia ao ponto considerado em relagdo a linha neutra y através da seguinte

equagao:
& = _% (IIL.17)

Utilizando-se a Lei de Hooke, da equacao II1.1, para a regido nao plastificada, na
fronteira elasto-plastica do nucleo elastico, pode-se obter o raio de curvatura p de vigas

com segdes transversais parcialmente plastificadas:

p=—-=2= (ITL.18)
Sy
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Distribuicio de deformacdes em regime elasto-plastico sem encruamento

Em uma viga de secdo transversal constante, a distribuicdo de deformagoes ¢é
linear mesmo em regime elasto-pléstico de solicitacdo de momento fletor. A Fig. III-8
mostra as distribui¢cdes de tensdes ¢ deformacgdes na metade superior de uma viga de
material elastico- perfeitamente plastico submetida a momento fletor negativo [27].

cS,
S}.- Emax = T

Figura I11-8 — Distribui¢ao das deformacdes e tensdes em viga parcialmente plastificada

carregada com momento fletor negativo [27]

Como mostrado anteriormente, em um material elastico-perfeitamente plastico, a
tensdo ndo aumenta apos alcangar a resisténcia de escoamento, ficando constante para
toda a regido externa ao nucleo elastico da secdo transversal. Por outro lado, a
deformacdo permanece aumentando linearmente. A deformacdo na superficie da viga
pode ser obtida utilizando as equacdes I1I1.17 e III.18. Com isso, a deformag¢do maxima,

como pode ser vista na Fig. II1.8, é dada por:

(1I1.19)

Um exemplo de geracdo de tensdo residual por escoamento parcial de viga
submetida a flexdo pura positiva pode ser observado na Fig. III-9, onde para a Fig. III-
9.a, para M,<M<M,, existe um escoamento parcial da se¢do transversal, permanecendo
o nucleo elastico. Na Fig. I1I-9.b, ha a retirada do momento fletor M, resultando em um
descarregamento elastico (springback). Por fim, na Fig. II1-9.c tem-se a resultante da

superposi¢do das duas figuras anteriores, que ¢ a distribuicdo das tensoes residuais op.
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Figura III-9 — Distribuic¢do de tensdes em uma se¢ao transversal submetida a momento
positivo: (a) Carregamento, (b) descarregamento (springback) e (c¢) tensoes residuais

resultantes. [23]

E importante ressaltar que, nesse caso, os pontos de maior tensio residual podem
encontrar-se no interior da se¢do reta e ndo nas extremidades superior e inferior da
secd0 como ocorreria em um carregamento totalmente elastico. Essas tensoes residuais
podem afetar diretamente o desempenho a fadiga, a ruptura e a corrosdo de uma

estrutura [2].

A seguir faz-se uma introdugdo aos métodos analiticos de analise plastica.
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Capitulo IV — Introducio aos métodos analiticos de analise plastica

Neste capitulo sdo apresentadas, de modo introdutdrio, algumas abordagens para
descri¢do do desenvolvimento de tensdes em estruturas parcialmente ou totalmente
plastificadas.

Existem trés métodos principais para realizar a analise plastica de estruturas: o
Meétodo Cinematico, o0 Método do Equilibrio e 0 Método Incremental [20].

O M¢étodo Cinematico e o Método do Equilibrio s3o métodos de analise limite,
ou seja, permitem obter a carga critica que seria suficiente para causar a falha da
estrutura. Essa falha ocorrerd quando a estrutura tiver um numero de se¢des transversais
totalmente plastificadas equivalente ao seu grau de hiperestaticidade acrescido de uma
unidade.Na andlise limite, para identificar a carga critica, devem ser analisados trés
critérios [20]:

- equilibrio: os momentos fletores internos devem estar em equilibrio com as
cargas externas

- mecanismo (compatibilidade geométrica): no colapso, a estrutura ou parte dela
deve comportar-se como um mecanismo.

- escoamento: em nenhum ponto da estrutura, pode-se ter um momento fletor
maior do que o momento fletor plastico da secdo transversal, ou seja, depois de
totalmente plastificada, a secdo transversal ndo suporta mais incrementos de momento
fletor.

Baseado nesses critérios, pode-se enunciar dois teoremas que formam os
fundamentos para a analise limite:

a) Teorema Estatico:

Se existir uma distribuicdo de momentos fletores em uma estrutura linear que
atenda simultaneamente as condigoes de equilibrio e de escoamento (ndo
necessariamente de compatibilidade geométrica) para um determinado conjunto de
cargas A, o valor de A deve ser menor do que a carga de colapso [20]. Com isso, o
Teorema Estatico permite obter o limite inferior da carga critica da estrutura.

b) Teorema Cinematico:

Se existir uma distribuicdo de momentos fletores em uma estrutura linear que

atenda simultaneamente as condi¢des de equilibrio e de compatibilidade geométrica

22



(n2o necessariamente de escoamento) para um determinado conjunto de cargas A, o
valor de A deve ser maior do que a carga de colapso [20]. Assim, o Teorema Cinematico
permite obter o limite superior da mesma carga critica.

Aplicando simultaneamente os citados teoremas, utilizam-se os trés critérios
(compatibilidade geométrica, escoamento e equilibrio), pode-se concluir que a carga
limite ¢ tUnica, conforme o Teorema da Unicidade. Um corolario importante desse
teorema ¢ que a carga de colapso é independente da ordem em que as rotulas plasticas
sdo formadas. Isso permite que sejam usados métodos de plasticidade critica, como o
Método Cinematico (Principio dos Trabalhos Virtuais), que sdo mais rapidos do que os
métodos de analise elasto-plastica, mas fornecem menos informagdes sobre o

comportamento da estrutura durante o carregamento.

Método Cinematico

Esse método ¢ baseado no Principio dos Trabalhos Virtuais, atendendo aos
critérios de compatibilidade geométrica e das condigdes de equilibrio.

Para um meio continuo e em equilibrio, o trabalho virtual realizado pelas forgas
exteriores para um deslocamento virtual qualquer, compativel com as condicdes de
contorno, ¢ igual ao trabalho efetuado pelas forgas internas em um mecanismo de
deformacdes compativel com o deslocamento virtual [20].

Primeiramente ¢ induzido o colapso da estrutura, através da atuacdo de um
carregamento capaz de gerar um momento fletor plastico em tantas se¢des transversais
quantas necessarias para o colapso da estrutura hiperestatica.

Em uma segunda etapa do procedimento, os deslocamentos que essas forgas
causariam sdo estudados. Essas forgas seriam capazes de gerar deslocamentos virtuais,
que devem ser compativeis geometricamente entre si. Dessas restri¢des, ¢ possivel obter
as equagdes de trabalho para o estado de colapso.A partir dessas equagdes, € possivel
obter o momento fletor plastico e o carregamento maximo que a estrutura suportaria
nessa situacgdo limite [26].

Para exemplificar a aplicagdo do método cinematico, a Fig. IV-1 apresenta uma
estrutura viga biengastada com carga concentrada na secdo C, onde o método

cinematico sera aplicado para obter a carga P critica.
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Figura IV-1 — Desenho Esquematico de uma viga biengastada com carga concentrada P

A estrutura apresenta dois graus de hiperestaticidade e, com isso, suporta trés
rotulas plasticas até a falha critica. A distribuicdo de momentos fletores por secdo

transversal para a carga critica pode ser observada na Fig. V-2

Figura IV-2 — Distribuicdo de momentos fletores na carga critica

A escolha das secdes 4, B e C como rétulas plasticas se deve pelo fato de que
essas segOes sdo extremas da distribuicdo de momento fletor. CAPRANI [20] mostra
porque ndo seria possivel gerar rotulas em seg¢des ndo extremas da distribuigdo.
Supondo um pequeno deslocamento vertical de C para C’°, causado pela aplicacdo da

forca P critica, tem-se a seguinte distribui¢do geométrica da Fig. IV-3

P..
cnt

Figura IV-3 — Deslocamentos virtuais
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O angulo o ¢ a rotacdo angular em A e o angulo B € a rotacdo angular em B.
Considerando pequenos deslocamentos, pode-se aproximar a altura h, que ¢ o
deslocamento vertical de C para C”, através dos angulos o e f3:

h=aa=(L—-a)p (Iv.1)

Relacionando os angulos:

B = (Iv.2)
Pelo Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), tem-se:

SW, = sW; (Iv.3)

Onde:

6W, ¢é o trabalho das componentes externas (carga P)

SW; é o trabalho das componentes internas (momentos fletores em 4, B e C)
Assim, aplicando o PTV:

Ph = Mpa + My(a + ) + Mpp (Iv.4)

Substituindo os valores de a e S na eq. (IV.4), pode-se obter a carga critica:

2 ML

Perie = al-a) (IV.5)

Pode-se observar que esse método ¢ bastante eficiente para analise limite, mas

ndo fornece informagdes sobre os estados intermediarios da estrutura.
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Método Estatico ou de Equilibrio

Este método é baseado na distribuicdo de momentos fletores da estrutura,
atendendo as condi¢des de equilibrio e de escoamento.

O Método de Equilibrio para obter a analise limite é composto pelos seguintes
passos [20]:

PASSO 1 - dividir a estrutura hiperestatica em quantas estruturas estaticamente
determinadas forem necessarias para descrever completamente a estrutura inicial.

PASSO 2 - desenhar o diagrama de momento fletor da estrutura inicial

PASSO 3 - desenhar o diagrama de momento fletor de cada um das estruturas
estaticamente determinadas

PASSO 4 - construir a composi¢do dos diagramas de momentos fletores
combinado a estrutura inicial com as estruturas estaticas.

PASSO 5 - determinar as equagdes de equilibrio para a citada composi¢cdo de
diagramas

PASSO 6 - escolher pontos nos quais ha maior probabilidade de geragdo de
rétulas plasticas e introduzir as equacgdes de equilibrio para esses pontos

PASSO 7 - calcular a carga de colapso

Como exemplo ilustrativo, tem-se uma viga engastada na secdo 4 e apoiada na

secdo B com carga concentrada na se¢do C, conforme a Fig. [V-4

Figura IV-4 — Viga engastada-apoiada com carga centralizada
No primeiro passo a estrutura apresenta 1 grau de hiperestaticidade e, com isso,

precisa de duas estruturas estaticamente determinadas para a descrever completamente,

conforme pode ser observado na Fig. IV-5.
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Figura IV-5 — Composicao da viga em estruturas estaticas

No passo 2, tem-se a distribui¢io de momentos fletores da estrutura inicial. E
importante ressaltar que, nesse ponto, a distribuicdo de momentos fletores ¢ baseada
apenas nos momentos fletores extremos M, Mg e Mg, que estdo presentes
respectivamente nas se¢des 4, B e C, conforme Fig. IV-6. A distribuicdo busca analisar

qual desses momentos fletores ¢ maior.

Figura IV-6-Distribui¢do esquematica de momentos fletores em viga engastada-apoiada

No passo 3, tem-se os diagramas das duas estruturas basicas que compde a

configuragdo inicial, conforme pode-se observar na Fig. [V-7:

. 'l . &
e B A A 8 4O

Ly
P12 I L2 L L2 Ip.rz M fLI L2 . 1R lMAfL

PL/4

M

Figura IV-7 — Momentos fletores dos componentes da estrutura
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No passo 4, sdo sobrepostos os diagramas. Primeiramente, os diagramas das
estruturas basicas sdo sobrepostos e posteriormente somados, conforme Fig. IV-8, que

deve resultar o diagrama de momentos fletores da estrutura engastada-apoiada original.

PL/A4-M, 2
PL/4 o

M M

Figura IV-8 — Composicdo de momentos fletores das estruturas basicas gerando o

momento fletor da estrutura original

No passo 5, pelo diagrama na Fig [V-8.b, a equacdo de equilibrio no secdo C

deve ser:
M, =k Ma V.6

Onde, P ¢ a carga aplicada na se¢do C.

Sabe-se que sdo necessarias 2 rotulas nas segcdoes 4 e C. Assim, para haver
colapso da estrutura, as duas secdes devem apresentar momento fletor plastico Mp.

Assim:

M—PL Mp V.7

A partir da equagdo (IV.7), pode-se obter o valor para a carga critica em relagdo

ao momento fletor plastico.

6M,
- (IV.8)

Perip =

Pode-se observar que esse método permite obter apenas a carga critica.
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Método Incremental de Analise Elasto-Plastica

Esse método ¢ iterativo, partindo de um carregamento inicial que ndo causa
deformacdo plastica, a carga ¢ aumentada até que o momento fletor plastico seja
atingido em uma determinada secdo transversal. Essa secdo perde a resisténcia a
momento fletor adicionais e a estrutura passa a apresentar mais um grau de liberdade.

O processo de aumento gradativo do carregamento prossegue nessa nova
estrutura até que o momento fletor de plastificacdo seja atingido em outra secdo
transversal. Novamente, a secdo perde resisténcia a momentos fletores adicionais e a
estrutura ganha mais um grau de liberdade.

Esse procedimento continua a ser realizado para valores crescentes de
carregamento, até que seja atingido o niumero de rotulas plasticas necessarias para o
colapso da estrutura. E um método mais trabalhoso, mas se adéqua bem aos recursos
computacionais [20].

No capitulo V serd apresentado um exemplo detalhado de aplicagdo do Método
Incremental em uma viga biengastada com aplica¢do de carga concentrada, através do
Meétodo Incremental, que permite acompanhar vérias variaveis, como distribuicdo de
momentos, durante etapas intermediarias de carregamento.

No proximo capitulo uma aplicacdo do método incremental sera feita.
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Capitulo V — Aplicacdo do método incremental ao problema de uma
viga biengastada

Nesse capitulo, aborda-se a solugdo analitica, utilizando o método incremental,
para obter as tensdes residuais em uma viga biengastada, de secdo transversal retangular
constante, sujeita a uma forca concentrada P, aplicada na se¢do transversal C,
promovendo o carregamento da estrutura por flexdo conforme a Fig. V-1.a.

Para a presente analise, sera considerada uma viga longa, desprezando os efeitos
do cortante, além disso, as deformacdes e os deslocamentos serdo considerados
pequenos. Serd considerado um carregamento monotono, apresentando apenas um
carregamento, seguido de descarregamento.

A carga P sera variada entre uma ampla gama de valores, seguida de seu
respectivo descarregamento elastico, para estudar o comportamento da estrutura nas

diversas fases de plastificacdo de suas se¢des transversais.

V.1 Momentos fletores antes da 1? rotula plastica

O Diagrama de Corpo Livre (DCL) dessa estrutura ¢ apresentado na Fig. V-1.b,

onde a carga P, tem a seguinte faixa de variagdo: 0 < Py <P;.

(a) (b)
Figura V-1 — Viga biengastada e DCL da viga [20]

Na Fig.V-1.b, pode-se observar que estdo atuando 4 componentes de reagdo no
sistema, sendo 2 forgas ¢ 2 momentos fletores. Para definir completamente o sistema,
hé necessidade de quantificar essas 4 incognitas.

Pelas equagdes de equilibrio, tem-se:

Ry, + Rp, = By (V.1)
My, + Rp,.L —Py.a— Mp, =0 (V.2)
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Onde:

Ry, e Rp, sdo as forgas de reagdo nos engastes 4 € B respectivamente;

My, e Mg, sdo os momentos fletores de reagdo nos engastes 4 e B respectivamente;
P, ¢ a forca concentrada aplicada na secao C;

L ¢ o comprimento total da viga;

a ¢ a distancia entre as sec¢des transversais 4 e C.

Pode-se observar que sdo 4 incognitas para 2 equagdes de equilibrio. Assim, ha
redundancia de apoios na estrutura igual a essa diferenca, ou seja, ha duas
redundéncias de apoio ou graus de hiperestaticidade. Como visto no capitulo anterior,
se a estrutura possui 2 graus de hiperestaticidade, ela suporta até 3 rotulas plasticas (na
terceira ocorrera o colapso da estrutura). Para obter as outras duas equagdes
necessarias para descrever completamente o sistema, pode-se usar, por exemplo, 0
método da superposigcdo. A estrutura da Fig. V-l.a pode ser decomposta em trés

estruturas distintas, conforme a Fig. V-2.

Figura V-2 — Decomposi¢@o da viga biengastada [1]
Assim, utilizando as condi¢des de contorno do engaste na se¢do B, tem-se que
ndo ha rotagdo nessa secdo transversal, conforme equacgdo (V.3), e também nao ha

deslocamento vertical da mesma, conforme equacado (V.4) [1].

_PO az RBOLZ MB L

— _UBo
OB, = 2EI + 2EI El 0 (V.3)
__ Poa’(3L-a) Rp, L3 _ Mp L2
Oy = 6EI + 3EI 2EI 0 (V.4)
Onde:

Op, € arotagdo na se¢do B e 8, € 0 deslocamento vertical na se¢do B.
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Resolvendo o sistema de quatro equacdes e quatro incognitas formado pelas

equacodes de (V.1) a (V.4), tem-se:

Pya?(L —a)
b=
P,a%(3L — 2a)
Roo= =
Pya(L — a)?
Mao ==
(L —a)?(L + 2a)
Ryo =Py 13

(V.5)

(V.6)

V.7)

(V.8)

A distribuicdo de momentos fletores nas seg¢les transversais da viga ¢

fundamental para definir as se¢des criticas com maior possibilidade de se tornarem

rotulas plasticas. A Fig. V-3 apresenta o primeiro corte imagindrio para obtengdo

desses momentos fletores, para 0 <x < ae a Fig. V-4 apresenta o segundo corte, para

a<x<L.

M,
a
Cj '\.-'x QXJ
R,
——

Figura V-3 — corte da sego para 0 <x < a[l]

Figura V-4 — corte da se¢do paraa < x < L [1]

Assim, as equacdes de distribui¢do de momento fletor no eixo x sdo:

M(x) = =My + Ryo X onde:0<x<a

M(x) = —Myo+ Rypox— (x—a)P, onde:a<x <L
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Onde:

x € a distancia horizontal entre uma secdo transversal e a secdo transversal A.

A Fig. V-5 apresenta um caso especifico da distribui¢do de momentos fletores
em viga biengastada, utilizando as equacdes (V.9) e (V.10). Nesse caso, a forca P,
menor que a forca necessaria para geragdo da 1* rétula, ¢ aplicada na se¢do C distante

2/3 L da segdo 4.

Distribuicdo de Momentos Fletores em relagéo a distancia

1

0.8

0.6 o

0.4

0.2~

a

02

04

064

momento fletor / momento plastico

05

4 T T T T T T T T T
1] 01 02 0.3 0.4 0s 06 o7 o8 oe 1

distancia em relagdo ao ponto A / comprimento total da viga

Figura V-5 — Exemplo de diagrama de momento fletor da viga biengastada

V.2 Geragao da 1? rotula plastica

Do grafico da Fig. V-5, nota-se que existem trés secdes de extremos de momento
fletor (em modulo) 4, B e C. Esses sdo as se¢des com maior probabilidade de gerar
rotulas plasticas. Assim, a primeira se¢do transversal a plastificar completamente ¢ a
que apresenta maior modulo de momento fletor no grafico, que ¢ a extremidade

engastada B da viga.

Figura V-6 — D.C.L. até a 1? rotula plastica da viga biengastada [1]
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Portanto, na secdo transversal B, iguala-se a equagdo (V.5) adaptada (usando P,

no lugar de Py) ao momento fletor plastico:

P, a?(L —a)
Mg; = Mp = — (v.11)
Assim, pode-se obter a carga geradora da primeira rotula P;:
P, = Myl V.12
1= az (L _ a) ( . )

Onde, P; ¢ a carga critica capaz de gerar a 1? rotula em B

Assim, se a for¢a concentrada P aplicada na segdo transversal C for maior que
P;, a segdo transversal B passara a ndo resistir a momentos fletores adicionais e, para o
incremento de carga em relagdo a P;, a estrutura se comportara como um apoio
simples. Deve-se destacar, contudo, que apenas o incremento de momento fletor na
secdo B sera nulo.

Assim, as segOes transversais 4, B ¢ C apresentam o0s seguintes momentos

fletores para P = P;:

L—a
My, = M, (V.13)
MBl = MP (V. 14)
2My(L-a)
My =20 (V.15)

V.3 Distribui¢ao de momentos fletores da estrutura entre a 1% ¢ a 2° rotulas

Para cargas superiores a P;, dado pela equacao (V.12), ha plastificacdo total da
secdo transversal B e a mesma passa a ndo resistir a qualquer variacdo adicional de

momento fletor.
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A estrutura, entdo, passa a se comportar como uma viga engastada na
extremidade 4 e apoiada na extremidade B, apenas para o incremento de carga em

relacdo a P;, APy, como pode ser observado na Fig. V-7:

AP,,
o T

&MA12+ a I L-a T
AR,,, ARg

Figura V-7 — D.C.L. entre a 1* e a 2° r6tulas plasticas da viga engastada — apoiada [1]

Assim, ndo havera aumento de momento fletor na secdo transversal B mesmo
com o aumento da solicitagdo, o momento fletor permanecera igual a M,

Utilizando o método de andlise elasto-plastica incremental, os momentos
fletores, em cada se¢do transversal, passam a ser a soma do momento fletor causado
pela carga P; na estrutura biengastada com o momento fletor para a carga incremental,
utilizando a estrutura engastada-apoiada.

O anexo A apresenta uma tabela com as cargas criticas, as reagdes da estrutura, a
distribuicdo de momentos fletores para todas as cargas 0 <P < Ps.

O incremento APy, sera utilizado para cargas até a carga limite geradora da 2°
rotula P, (exclusive).

Considerando a for¢a incremental aplicada AP, ,, tem-se:
AP, =P, =P (V.16)

Para obter as novas forcas de apoio, foram usadas as equa¢des de equilibrio
(V.17 e V.18) ¢ o método da superposi¢do considerando que ndo ha deslocamento

vertical na secdo transversal B, dg1» = 0, equagdo (V.19):

ARAlZ + ARBlZ = APlZ (V 17)
AMAlZ + ARBlZ L= aAP12 (V 18)

_ AR, I’ AP,a*(3L — a)

3EI 6E1 (V.19)
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Onde:

AR, , € ateagdo na se¢do A4 para a aplicagdo da carga incremental AP, ;
ARg,, € areagdo na se¢do B para a aplicagdo da carga incremental AP, 5;
AM,,, ¢ o momento fletor na se¢do 4 para a aplica¢do da carga incremental AP;,;

AP;, ¢ a carga incremental aplicada.

Assim, resolvendo o sistema composto por (V.17 a V.19), as novas forgas de apoio sdo:

ARy, =52(2L% —3a’L+2a%) = 222 (L —a) <L +a (“f)) <L +a (#)) (V.20)

213
_ APy, 2 2y _ APz
AMy,, =<5 a(2L* —3aL +a )—Fa(ZL—a)(L—a) (V.21)
AR, =22a?(3L—a) (V.22)

Com isso, a distribui¢do de momento fletor incremental ¢ dada por:

AM;,(x) = =AM, , + AR, , X, para0 <x<a (V.23)
AM;,(x) = =AM, , + ARy, x — AP (x — a), paraa<x <L (V.24)

Obtidos os valores de momento fletor incremental em cada secdo transversal, ¢
possivel calcular o momento fletor em cada uma das se¢des. Para isso, basta somar o
momento fletor da se¢do transversal com a carga geradora da 1* rétula com o momento

fletor incremental. Assim, 0 momento total ap6s a primeira plastificacdo é:

M1, (%) = My (x) + AM, (%) (V.25)

A equagdo (V.25) ¢ valida para valores de carga entre a 1* e a 2% rotula. A partir

da qual, hd uma nova mudanga de composi¢do da estrutura.
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V.4 Geragao da 2? rotula plastica

Pela secdo transversal C apresentar maior momento fletor do que a secdo

transversal A, a se¢do transversal C formara a 2° rotula plastica.

PE.’

L=

Ra Rs,

2

Figura V-8 - D.C.L. da 2? rétula plastica da viga engastada — apoiada [1]

Para obter o mddulo da for¢a P que causa a plastificacdo total em C, deve-se
igualar o momento fletor em C ao momento fletor plastico. O momento fletor em C,
por sua vez, ¢ a composicdo entre o momento fletor durante a 1* rétula e o momento
fletor da carga incremental, conforme analisado no item anterior. As equagdes para
incrementos de momento fletor e reacdes do item anterior sdo validas no presente
item, alterando-se apenas o sub-indice 12 para 2, que representa o incremento na 2*

rétula. Assim, para a carga P,, tem-se:

Mc, = Mp = S,bc? (V.26)
MCZ = MCl + AMCZ (V27)

Substituindo as equagdes (V.20), (V.21) em (V.23) para a secdo C, tem-se:

APa* .y APa®
W (3L —4aL +a ) = e

AM¢, = (L—a)(3L —a) (V.28)

Assim, substituindo (V.15) e (V.28) em (V.27), ¢ isolando AP,, tem-se:

_ Mpa-L)212 212(2a—L)
T a?2(3l2 —4aL +a?) P a?(L—a)(3L—a)

AP, (V.29)
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Assim, para obter a carga geradora da 2° rotula, foi realizado procedimento

analogo ao procedimento dos momentos fletores, mostrado na equagdo (V.27). Na

configuragdo da 2° rétula, tem-se:

M, [2 M. (2a — L)212 M_I2(L + 3a
P2:P1+AP2: P + P = P ( )

a?(L—a) a?(312 —4aL +a?) a?(3L—a)(L—a) (V.30)

O anexo A apresenta uma tabela com as cargas criticas, as reacdes da estrutura, a
distribuicdo de momentos fletores para todas as cargas 0 < P < P;. Como visto
anteriormente, o momento fletor nas segcdes B e C sdo iguais a Mp. O momento fletor

na secao A, para P = P,, ¢ dado por:

MAZ = MAl + AMAZ (V31)

[? +aL — a2

Mp, =Mp ———— V.32
A2 P a(3L _ a) ( )

V.5 Distribuigao de momentos fletores da estrutura entre a 2% e a 3° rotulas

Apos a 2% rétula, a secdo transversal C passa a ndo suportar mais momentos

fletores adicionais. Assim, a viga vai se comportar como uma estrutura mostrada na
Fig. V-9.

AP,
(g%

aMAHBI - pL-s T
DRy, &R,

Figura V-9 — Viga engastada, apoiada com rotula em C
A carga incremental apos a segunda rotula ¢ dada por:

APy3 =Py =P, (V.33)
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Nota-se que a estrutura da Fig. V-9 com a rotula plastica em C, para cargas
adicionais, transforma-se em uma viga mono-engastada AC. E possivel calcular as

reacoes de forca e momento fletor na secdo A. Assim:

ARA23 = AP23 (V34)
ARgys; = 0 (V.35)
AMA23 = aAP23 (V36)

A distribuigdo do momento fletor incremental na estrutura ¢ dado por:

AM;5(x) = —AMpy3 + ARpp3 X, para0 <x<a (V.37)

Os momentos fletores sdo calculados como uma superposicdo dos momentos
fletores das 3 estruturas de forma incremental. O momento fletor total em cada secdo

da estrutura para uma carga entre a 2° rotula e a 3 rotula (exclusive) ¢ dado por:
M23(X) = Ml + AMz(X) + AM23(X) (V38)
Da equagao (V.38), pode-se concluir que a se¢do transversal 4 sera a proxima a
ser totalmente plastificada. A estrutura inicial tinha 2 graus de hiperestacidade, assim,

resistiria a plastificagdo total de 2 de suas se¢des transversais sem entrar em colapso.

A terceira rotula plastica, contudo, leva a estrutura ao colapso.
V.6) Geragao da 3* rotula e o colapso da estrutura
Para representar a carga necessaria para geracdo da 3% rotula, sera utilizado o
sub-indice 3 em substituicdo ao sub-indice 23 nas equagdes (V.33-38). Assim,

calculando a carga critica P; para o colapso da estrutura, tem-se:

MA3 = MAl + AMAZ + AMA3 = Mp (V39)
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Assim:

—L(L — 2a)

APs = Mp a2(3L—a)

(V.40)

E, por fim, substituindo-se as equagoes (V.30) e (V.40) na equagdo (V.41) tem-

S¢C:

2L

P3: P2+AP3:Mp m

(V.41)

A equacdo (V.41) apresenta a carga limite da estrutura, utilizando o método
incremental de analise elasto-plastica. Esse valor ¢ igual ao obtido no capitulo IV,
equacdo (IV.5), através do método cinematico, utilizando o Principio dos Trabalhos
Virtuais.

Assim, pode-se observar que embora o método cinematico seja mais direto
quando o objetivo ¢ obter a carga critica da estrutura, e o método incremental seja
mais trabalhoso, este Ultimo descreve completamente as etapas intermedidrias até

atingir a carga critica da estrutura.
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V.7 Analise de um exemplo de viga biengastada

Nos itens anteriores, foram analisadas as distribuigdes de momentos fletores de
uma viga biengastada. A seguir ¢ feito a aplicacdo dos resultados obtidos para um viga
biengastada de comprimento unitario, com a carga transversal P (variando de 0 até a

carga de colapso da estrutura) aplicada em a = 2/3 do engaste mais a esquerda.

Carga critica para geragdo da 1* rotula (P;), distribuicio de momentos

fletores e plastificagdo das se¢des transversais

Conforme visto anteriormente, a primeira se¢do transversal a ser totalmente
plastificada ¢ a B. Substituindo os valores dos pardmetros definidos na equacao (V.12),

a carga para a geracdo da 1? rotula é:

27M

p=—-L V.42
= (v.42)
Nessa situacdo, tem-se a seguinte distribui¢do de momentos fletores (normalizados em
relacdo ao momento fletor plastico) pela distancia das se¢des transversais normalizadas

pelo comprimento unitario da viga (as linhas horizontais sdo - M,/Mp, 0 e + M,/Mp):

Distribuicdo de Momentos Fletores em relacéo a distancia

1

R

06 o

0.4+

0.2

o

024

-0.4

-0.6 +

momento fletor /f momento plastico

024

-1 T T T T T T T T T
o 0.1 0z 03 04 0s o0& o7 oe [2R=] 1

distancia em relacéo ao ponto A / comprimento total da viga

Figura V-10 — Distribuicdo de momentos fletores para carga igual a P;(linha azul)
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A Fig. V-11 apresenta em azul na vista lateral da viga em que houve
plastificagdo. No eixo y, tem-se a distancia normalizada do ponto em relagdo a linha
neutra da se¢do transversal, enquanto no eixo X, tem-se a distancia normalizada da secdo
transversal em relacdo a se¢ao 4.

Assim, pode-se observar que ndo houve plastificacdo em grande parte das segdes
transversais. Apenas nas secdes mais proximas de B houve plastificagdo parcial e

somente em B houve plastificacdo total da se¢do transversal.

Reqites plastificadas para o carregamento P1

05

05

T T T T
=] . o2 [ ] 0.4 o3 L] o.r

XN

T T
:F. o i

Figura V-11 — Distribuicao de regides plastificadas na viga para P; (vista lateral)

Carga critica para geragao da 2* rotula (P,), distribuicdo de momentos

fletores e plastificagdo das segdes transversais

Depois de alcancar P;, a estrutura muda de configuracdo, conforme Fig. V-7.
Essa nova configuracdo permanece até que a carga critica de geracdo da 2* rotula seja
alcancada na se¢do C. Utilizando a equacdo (V.29) ¢ possivel obter a carga incremental

critica e, a partir da equagdo (V.30), a carga critica para a geragdo da rotula em C.

27 My

AP, = =" (V.43)

p, = 243 My (V. 44)
28 L
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O novo diagrama de momentos fletores pode ser comparado com o diagrama de
momentos fletores para a carga de geracdo da 1 rotula, conforme Fig. V-12. Nessa
situagdo, pode-se perceber aumento em modulo dos momentos fletores nas secdes

extremas A e C, enquanto a se¢do B mantém o momento fletor plastico.
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Figura V-12 - Distribui¢do de momentos fletores para carga igual a P, (linha vermelha)
A Fig. V-13 apresenta um grafico analogo ao apresentado na Fig. V-11. Nela,

pode-se perceber o surgimento de plastificagdo nas se¢des transversais proximas as

segOes 4 e C e a plastificacdo completa da secdo transversal C.
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Figura V-13 — Distribuicdo de regides plastificadas na viga para P, (vista lateral)
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Carga critica para a estrutura (Ps), distribuicdo de momentos fletores e

plastificacdo das se¢des transversais

A secdo A ¢é a terceira a alcancar o momento fletor plastico e, com isso, a
estrutura entra em colapso. Utilizando a equacdo (V.40) ¢ possivel obter a carga

incremental critica e, a partir da equacao (V.41), a carga critica para a geracdo da rétula

em A:
9 M,
MP
Py=9—- (V.46)

A distribuigdo de momentos fletores em cada secdo transversal ¢ apresentada na
Fig. V-14. Nela, tem-se sobrepostos os momentos fletores durante a 1 rotula (azul),

durante a 2? rétula (vermelho) e de 3% rotula (verde).
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Figura V-14 - Distribui¢do de momentos fletores para carga igual a P; (linha verde)
Por fim, a Fig. V-15 em azul regido lateral da viga em que houve plastificacdo

da viga no colapso. Notam-se varias se¢des transversais com plastificagdo parcial e as

secdes 4, B e C com rotulas plasticas desenvolvidas.
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Regites plastificadas para o carregamento P3
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Figura V-15 — Distribui¢do de regides plastificadas na viga para P; (vista lateral)

No préximo capitulo a distribuicdo das tensdes residuais em se¢des transversais

com rotulas plasticas desenvolvidas sera apresentada.
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Capitulo VI — Distribuicao das tensdes residuais nas secoes
transversais com rotulas plasticas

VI.1 Anélise de Tensdes Residuais para o primeiro carregamento critico
(P,) seguido de descarregamento elastico

Para o carregamento da forca P;, seguido de descarregamento elastico,
apresenta-se a distribuicdo das tensdes residuais em trés secdes transversais (nas segoes
das extremidades 4 e B, e na secdo de aplicagdo da forca C).

A Fig. VI-1.a apresenta as tensoes de carregamento na se¢do transversal 4. Nela,
pode-se observar que ndo houve plastificagdo de nenhuma parte da sec@o transversal.
Esse fato também foi observado na Fig. V-11, que mostra que a secdo A apresentava
nucleo elastico em toda a altura de sua se¢do transversal.

A Fig. VI-1.b apresenta o descarregamento elastico da estrutura. E importante
ressaltar que, como visto anteriormente, até gerar a 1? rotula em B, a estrutura comporta-
se como uma viga biengastada. Com isso, seu descarregamento eldstico sera idéntico ao
carregamento elastico da estrutura original antes da rétula. Esse fato explica o ndo

surgimento das tensoes residuais, o que ¢ mostrado na Fig. VI-1.c.
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Figura VI-1 — Tensdes na se¢do 4 para o primeiro carregamento critico Py
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A Fig. VI-2 apresenta a distribuicdes de tensdes na se¢do transversal C para
aplicagdo da citada forca. A analise dessa figura ¢ analoga a analise da figura VI-1. O
descarregamento ¢ elastico, mostrado na Fig.VI-2.b e ndo sdo geradas tensdes residuais

na Fig.VI-2.c, cuja a explicagdo comportamento ¢ idéntico ao explicado para Fig.VI-1.c.

Distribuicdo de Tensdes de Carregamento na sedo transversal istribuics § 5 g " o i
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tenséo residual / limite de escoamento
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Tensdes de Carregamento Tensdes de Descarregamento  Tensdes Residuais

Figura VI-2 — Tensdes na se¢@o C para o primeiro carregamento critico P,

Por fim, a secdo B sofreu plastificacdo completa e passa a ndo resistir mais a
novos incrementos de momentos fletores, conforme Fig.VI-3.a. Contudo, ao sofrer o
descarregamento elastico, dado pela Fig. VI-3.b, a secdo transversal passa a apresentar
tensoes residuais conforme Fig. VI-3.c.

Pode-se observar, ainda na Fig. VI-3.c, que as tensodes residuais no interior da
secdo transversal B sdo maiores do que as tensdes residuais na por¢ao mais externa da
secdo. Levando-se em conta que a maior parte das formas de se medir
experimentalmente as tensdes residuais ¢ baseada em métodos de medigdo superficial,
tensdes residuais maiores no interior da se¢do transversal podem levar a conclusdes nao

conservativas.
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Figura VI-3 — Tensdes na se¢do B para o primeiro carregamento critico P;

V1.2 Andlise de Tensdes Residuais para um carregamento entre a 1* ¢ a 2*
rotulas (P;,), seguido de descarregamento elastico

Para uma carga intermediaria entre a gerag@o da primeira e a geracao da segunda
rétula, por exemplo Py, = (P; + P,)/2, a se¢@0 4 ainda ndo alcangou o momento fletor de
inicio de escoamento. Assim, toda a deformagdo ¢é totalmente elastica, conforme Fig.
VI-4.a. Como o descarregamento ¢ elastico, a tensdo residual na se¢do transversal é nula

(Fig. VI-4.c).
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Figura VI-4 — Tensdes na se¢do 4 para carregamento entre P e P
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Como visto anteriormente, incrementos de carga além P; fara com que a secdo
transversal C experimente tensdes plasticas durante o carregamento, que fica
evidenciado na Fig. VI-5.a. As tensdes residuais dessa se¢do, apresentadas na Fig. VI-
5.c, ja sdo perceptiveis.
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Figura VI-5 — Tensdes na se¢@o C para carregamento entre Py ¢ P,

A se¢do B continua completamente plastificada, conforme Fig. VI-6.a, ¢ apos o
seu descarregamento mostrado na Fig. VI-6.b, gera-se a distribui¢do das tensdes

residuais mostrado na Fig. VI-6.c.
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Figura VI-6 — Tensdes na se¢do B para carregamento entre P e P,
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VI.3 Analise de Tensdes Residuais para o carregamento P,, seguido de

descarregamento elastico

Considerando P, como a carga necessaria para gerar a 2 rotula (na secdo

transversal C), sdo mostradas as distribuicdes de tensdes durante o carregamento,

descarregamento elastico e tensdes residuais resultantes nas secoes 4, B e C.

Conforme ja mencionado, das 3 se¢des selecionadas, apenas a se¢do 4 ndo

alcanga o momento fletor plastico durante o carregamento P,. Contudo, a secdo ja

ultrapassou o momento fletor de inicio de escoamento M, ou seja, apresenta certa

deformagdo plastica, conforme observado na Fig. VI-7.a. Apds o descarregamento

elastico, a distribuicdo de tensodes residuais é dada pela Fig. VI-7.c.

y/c
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Figura VI-7 — Tensdes na se¢do 4 para o segundo carregamento critico P,

A distribui¢do de tensdes de carregamento, descarregamento e tensodes residuais

nas segoes C e B, para a citada carga, estdo representadas respectivamente pelas Fig. VI-

8 e Fig.VI-9.
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Figura VI-8 — Tensdes na se¢do C para o segundo carregamento critico P,
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Figura VI-9 — Tensdes na se¢do B para o segundo carregamento critico P,
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V1.4 Andlise de Tensdes Residuais para um carregamento entre a 2* ¢ a 3*
rotulas (P,3), seguido de descarregamento elastico

Realizando procedimentos analogos aos descritos nos itens anteriores, o0s
diagramas de tensdo de carregamento, descarregamento elastico e das tensdes residuais
das secdes transversais 4, C e B, para por exemplo P»3 = (P, + P3)/2 sdo mostrados nas

Fig. VI-10, VI-11 e VI-12.
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Figura VI-10 — Tensdes na se¢cdo A para carregamento entre P, e P3

Distribuicdo de TensGes de Carregamento na segéo transversal  Distribuio de Tensbes de Descarregamento na segéo transversal Distribuigo de Tensdes Residuals na segdo transversal
1 1

1
0g L 08
05 08 08
04 04 044
02 02 02
02 02 02
04 04 044
8 a8 08
08 il 08
' 2 s i 28 0 05 1 5 2 ' 2 5 i 55 0 0 : s 2 A ! ) : y i .
. E E f E 7 i g 2 15 Bl 05 0 05 1 15
tensdo de carregamento/ limite de escoamento tensdo de descarregamento/ limite de escoamento tens&o residual / limite de escoamento

(a) (b) (©)

Tensodes de Carregamento Tensodes de Descarregamento Tensdes Residuais

Figura VI-11 — Tensdes na secdo C para carregamento entre P, e P;
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Distribuicéo de Tensdes Residuais na secdo fransversal
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Figura VI-12 — Tensdes na secao B para carregamento entre P, e P3

VI.5 Anélise da distribui¢ao de tensdes para o carregamento critico da

estrutura (Ps)

Sendo P; a carga necessaria para gerar a 3* rotula (na sego transversal A) e, por
consequéncia, a carga critica da viga binesgastada, a Fig. VI-13 mostra a distribuicao de
tensdes nas sec¢des transversais A, B e C durante o carregamento.
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Figura VI-13 — Tensodes nas secdes: (a) A, (b) C e (c) B para carregamento P
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V1.6 Andlise da distribuicdo de tensdes residuais para cada secdo

transversal para a variagao de carga

Diante do exposto até este ponto, € possivel comparar a distribuigdo das tensdes
residuais geradas nos carregamentos estudados em cada se¢do transversal: 4, B e C. Na
Fig. VI-14.a, tem-se a distribuicdo de tensGes residuais relativa a sequéncia dos
carregamentos para a secdo transversal A. Pode- se observar na cor azul as tensdes
residuais para o carregamento P;. Em verde, t€ém-se a distribuicdo das tensdes residuais
para o carregamento P;,. Em amarelo e vermelho, as tensdes residuais geradas para
P, e P,3, respectivamente. Note que as retas azul e verde se sobrepdem para a se¢do A4,
ja que as tensdes residuais sao nulas nos 2 casos.

Nas Fig.VI-14b e VI-14.c, tem-se a sequéncia de distribuicdo de tensdes

residuais para as se¢des C e B, respectivamente.
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Figura VI-14 — Resumo da distribui¢ao das tensdes residuais para diferentes carregamentos

em diferentes secOes transversais

Observando-se os resultados da Fig. VI-14 pode-se perceber que de acordo com

a secdo transversal analisada (4, B ou C), as distribui¢des de tensdes residuais seguem
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padroes distintos. A primeira secdo transversal a gerar rétula pléstica (secdo B)
apresenta um comportamento de pequenas mudancas na distribuicdo das tensdes
residuais, em fungdo de desde P; ja ter plastificado toda a sua secdo transversal. Ja a
segunda se¢do transversal a gerar rotula plastica (secao C) apresenta um comportamento
misto, pois até P, ndo tinha ainda gerado a rdtula plastica. Ja a terceira se¢do transversal
a gerar rotula plastica (se¢do 4) apresenta distribui¢des de tensdes residuais relativas a
plastificagdes parciais de sua se¢do transversal, mas ndo chega a mostrar o efeito da
plastificagdo total de sua sec@o transversal, pois ao atingir P; a estrutura ja falha.

Nota-se ainda que na maioria dos carregamentos das sec¢des transversais
analisadas as tensoes residuais foram maiores no interior das se¢des transversais do que
em suas faces externas, o que as torna mais criticas uma vez que os métodos usuais de
medig¢do de tensdes residuais concentram-se em medi¢des superficiais.

No proximo capitulo as conclusdes deste trabalho sdo apresentadas.
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Capitulo VII — Conclusdes

Devido a capacidade de gerar uma quantidade definida de roétulas plasticas sem
que entre em colapso, as estruturas hiperestaticas tém a capacidade de suportar cargas
superiores as cargas criticas de estruturas estaticas semelhantes.

A solugdo analitica apresentada permite prever a distribuicdo de tensodes
residuais em secdes transversais de estruturas hiperestaticas sujeitas a carregamentos
transversais, para materiais elasticos-perfeitamente plasticos.

No caso apresentado, foram estudados os comportamentos das secdes
transversais nos dois engastes € no ponto de aplicagdo da forca concentrada em uma
viga biengastada para uma sucessdo crescente de cargas. A medida que a carga foi
crescendo, a estrutura hiperestatica sofreu plastificagdes completas de certas segdes
transversais, gerando rotulas plasticas, e modificando sua configuracdo durante o
carregamento.

Para analisar esta evolugdo, o método incremental de analise elasto-plastica foi
utilizado. Este método permite estimar a distribui¢do de momentos fletores para cada
secdo transversal da estrutura e a consequente distribuicao de tensdes no interior dessas
secOes transversais para cada carga aplicada. Na viga biengastada estudada, foram
geradas 3 rotulas plasticas até o colapso da estrutura. Assim, foram estimadas as
distribuicdes de tensdes residuais para cada carga geradora de rotulas, assim como
cargas intermediarias entre as mesmas. Conforme mostrado, a distribuicdo de tensdes
residuais varia consideravelmente dependendo do carregamento e da secdo transversal
analisada.

Finalmente, este estudo da distribuicdo de tensdes residuais em estruturas
hiperestaticas procurou estender o conhecimento do comportamento de estruturas
parcialmente plastificadas, que de uma forma geral tém sido abordadas

majoritariamente para estruturas estaticas.
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Sugestdes para trabalhos futuros

Como sugestdes, pode-se realizar a simulagdo por Elementos Finitos de
carregamentos e descarregamentos da estrutura biengastada apresentados no presente
trabalho e também fazer ensaios experimentais do mesmo.

Pode-se estudar a distribuicdo de tensdes residuais nas se¢des transversais em
estruturas sujeitas a sequéncias de carregamentos e descarregamentos sucessivos de
diferentes valores de cargas concentradas.

Adicionalmente, estender a teoria apresentada para componentes que apresentem
forcas normais as suas se¢des transversais, onde as tensdes geradas no carregamento, no
descarregamento e residuais nao seriam nulas na linha neutra das se¢des transversais, o
que modificaria consideravelmente a descricdo da distribuigcdo de tensdes residuais em

secoes transversais dos mesmos.
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APENDICE A

Carga Composicdo da Reagles para estrutura Momento Incremental Carga critica Descarre-
Estrutura E Momento Total gamento
P,a?(L—a
My, = =)
po L
My(x) = =M, + Ry, X
N # Py a?(3L - 2a) of )paraO’Z’K’;“
Py < Py 1A C BF RBD—T =X= (nota 2)
1 2 p L-a 2
I I 1 P L —_ -
M,, = oa‘(L—z"") Mo(X) = =My + Rag X — (x — )P,
<x<L
(L - a)2(L + 2a) paraa<x <
Rao =P =3
Carga Composicdo da Estrutura| ReagGes para estrutura Momento Incremental Carga critica Descarre-
E Momento Total gamento
P, a*(L—a)
MB1 = 12
P 2 _ M;(x) = =M, + Ry, x
L :M araoslxsa Até My = S, bc?
By 13 p B Y
P=P :IA C BF ( . M L2 (nota 2)
Pia(L—a =" nota
f = Pl AIZIT My(x) = =My + Ry x— (x—a)P, P a*(L —a)
paraa<x<L
(L—a)?(L+2a)
Ray =P ——p——
Carga |Composicdoda Estrutura| ReagOes para estrutura Momento Incremental Carga critica Descarre-
E Momento Total gamento
Obs: P;, = P, + APy, Incremento:
P
:I 1‘1/ ) AMy,(x) = —AM,, + AR, , X
APy, para0<x<a
qA C B A ARAIZ = F (2L3 — 3al?
‘ a  L-a ! +2%) | AMy,(x) = —AM,,, + AR, , x
: ' ! —AP,(x — a)
+ AP paraa<x <L
Pl < P12 AMA12 = 122 a(ZLZ —3aL - (nota 2)
<P, APy, 2L ,
jA B +a?) Total:
C M1z (x) = My (X) + AMy,(x)
1, gk

APy,
AR312 = ﬁ 32(3L - a)

(nota 1)

61




Carga Composicdo da Estrutura | ReagGes para estrutura Momento Incremental Carga critica Descarre-
E Momento Total gamento
P Obs: P, = P, + AP, Incremento:
N = ’ AtéMc = M, = S,bc?
AM,(x) = —AM,, + ARy, X
:lA C BF _ AP, 3 2 para0<x<a
| . g | ARAZ—ﬁ(ZL—3aL
‘ ‘ ! +2a%) | AM,(x) = —AM,, + AR,, x 12(L + 3a)
- - Pp=My———
+ AP(x —a) = el aBL-a)
P=p paraa<x <L (nota 2)
AP. L R
4a 2| AM,, =55 a(2l? - 3al.
2 .
i < b +2) Total: Ap =y, 2a= D212
: a ; L=ai e ) — —_
== M) = My (%) + AM, (x) (L - a)3L—a)
ARg, = AR, a’(3L—a)
B2 7 218 (nota 1)
Carga Composigcdo da Estrutura | Reag8es para estrutura Momento Incremental Carga critica Descarre-
E Momento Total gamento
Incremento:
Obs: P,3 = P, + AP, +
AP,
AM,3(x) = —AM,,, + ARy, X
para0<x<a
+
Py < Pp3 AMys(x) = —AM,,, + AR, x
< P3 —AP,;(x — a)
ARp,; = APy paraa<x <L
ARg,, =0 Total: (nota 2)
Mas (x)

AM,,, = a APy

= M, (x) + AM, (x) + AM,5(x)

(nota 1)

62




Carga Composigdo da Estrutura | ReagOes para estrutura Momento Incremental Carga critica Descarre-
E Momento Total gamento

Obs: P; = P, + AP, + AP Incremento: Até M, = Sybc2

AM;(x) = —AM,, + ARy, X
para0<x<a

2M,L
— 14
" AP, AR,, = AP, AM,(x) = —AM,, + AR, x b=t —a COLAPSO
B —AP;(x —a)

c paraa<x<L ndo pode

P haver
P =P + ARg, =0 AP, =M, (_ LZ(L —2a) ) descarre-
a*(3L—a) gamento

AM,, = a AP, Total:

M;(x) = M; (%) + AM, (x)
+ AM;(x)

(nota 1)

Nota 1: As reagdes de apoio podem ser obtidas por procedimento analogo ao descrito na
equacdo acima

Nota 2: Todo o descarregamento elastico ocorre conforme composicao inicial (viga bi
engastada). Assim, os momentos de descarregamento sdo dados pela equagdo abaixo,

para qualquer carga P, (carga total do carregamento):

Mgesc(®) = MAdesc - RAdesc X ., para0 <x<a
Mdesc(X) = _MBdesc + RBdesc(L -x) , paraa<x <L
P, a?(L — a)
MBdesc = L2
P, a2(3L — 2a)
RBdesc = L3
P, a (L — a)?
MAdesc = L2

L3 — 3a%L + 2a®
RAdesc = Pn L3
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